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Ревизия: 9c26f56 от 04 ноември 2024

За всеки случай проверете дали няма по-нова ревизия

1. Теория

Лемата на Нейман-Пирсън е базирана на изложението ѝ в Димитров и Янев, Вероят-
ности и статистика.

1.1. Анотация

Изложената анотацията е взета от Конспект за ДИ за спец. статистика.

1. Определение за статистичека хипотеза.

2. Прости и сложни хипотези.

3. Определения за грешки от първи и твори род, критична област, мощност, значи-
мост на тест и значимост на статистиката на теста.

4. Лема на Нейман–Пирсън.

1.2. Основни понятия

Считаме, че е зададено вероятностно пространство (Ω,ℱ,P).

Определение 1 (Извадки). Нека 𝜉 е случайна величина над (Ω,ℱ,P). Множеството
от елементарни събития Ω в статистиката често се нарича генерална съвкупност.

• Ако случайните величини 𝜉1,… , 𝜉𝑛 са независими две по две и имат същото
разпределение като 𝜉, казваме, че 𝜉1,… , 𝜉𝑛 санаблюдениянад 𝜉и че те сапроста
извадка с обем 𝑛 над генералната съвкупност Ω. Понякога ги разглеждаме и
като случаен вектор 𝜉𝑛 = (𝜉1,… , 𝜉𝑛).
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• Функция на правдоподобие 𝑙𝜉(𝑥) на случайната величина 𝜉 наричаме, в абсо-
лютно непрекъснатия случай, плътността на 𝜉 или, в дискретния случай, функ-
цията на вероятностите на 𝜉.

• Функция на правдоподобие 𝑙(𝑥1,… , 𝑥𝑛) на извадката 𝜉1,… , 𝜉𝑛 наричаме функ-
цията на правдоподобие на случайния вектор 𝜉𝑛. При извадки от независими
случайни величини, функцията на правдоподобие на извадката е произведение
на индивидуалните функции на правдоподобие.

• Извадково пространство, съответстващо на извадката 𝜉1,… , 𝜉𝑛, наричаме мно-
жеството 𝒳 ⊆ ℝ𝑛 от стойности на случайния вектор 𝜉𝑛.

• Реализации на извадката наричаме вектори от 𝒳. Те моделират истинските
данни вматематическата статистика, съпоставяйки ги на „теоретичната“ извадка
𝜉1,… , 𝜉𝑛.

Определение 2 (Хипотези). Нека 𝜉1,… 𝜉𝑛 е проста извадка над случайната величина
𝜉, чието разпределение не ни е известно.

• Всяко предположение за разпределението на 𝜉 наричаме статистическа хипо-
теза. Формално, хипотезата 𝐻 често се представя като множество от възможни
функции на разпределение на 𝜉. При повече от една хипотеза, искаме те да не
се пресичат. Условна вероятност при условие, че 𝐹𝜉 ∈ 𝐻, обикновена записваме
чрез

P(⋅ | 𝐻).

Обикновено се разглеждат само две хипотези: нулевата хипотеза 𝐻0 и алтер-
нативната хипотеза 𝐻1.

• При параметричната статистика хипотезите се отнасят за параметри на семейс-
тва от разпределения, например за очакването 𝜇 на нормално разпределение
или степента 𝜆 на поасоново разпределение. В противен случай говорим занепа-
раметрична статистика. В непараметричния случай считаме, че двете хипотези
съдържат едновременно само дискретни или само непрекъснати разпределения.

• За да направим заключение за верността на една хипотеза ни е необходим ста-
тистически критерий. Формално, статистическите критерии са изображения
𝛿 ∶ 𝒳 → {𝐻0, 𝐻1}, съпоставящи на реализация на извадка някоя хипотеза. Да
отбележим, че критерият 𝛿 сам по себе си е случайна величина.

• Един критерий ни казва коя хипотеза да приемем и коя да отхвърлим, обикно-
вено на базата на данни от експеримент, т.е. на някоя реализация на извадка
над 𝜉. Поради случайния характер на експериментите, обаче, при практически
задачи е възприета терминологията „имаме/нямаме основание да отхвърлим хи-
потезата 𝐻 на база на данните“ или „хипотезата 𝐻 е/не е съвместима с данните“.

• Статистически тест наричаме набор от хипотези и съгласуван с тях критерии.
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• Вероятността 𝛼 за грешка от първи род или ниво на съгласие или ниво на
значимост е вероятността да отхвърлим вярна нулева хипотеза, т.е.

𝛼 ≔ P(𝛿 = 𝐻1 | 𝐻0).

Стойността 𝛾 ≔ 1 − 𝛼 наричаме значимост или ниво на доверие на теста.

• „Вероятността 𝛽 за грешка от втори род“ е вероятността да приемем грешна
нулева хипотеза, т.е.

𝛽 ≔ P(𝛿 = 𝐻0 | 𝐻1).

Стойността 𝜋 ≔ 1 − 𝛽 наричаме мощност на теста.

• Критична област𝑊𝛼 с ниво на значимост 𝛼 наричаме произволно множество
𝑊𝛼 ⊊ 𝒳 от реализации на извадката с P(𝜉𝑛 ∈ 𝑊 | 𝐻0) = 𝛼, попадайки в което
отхвърляме нулевата хипотеза.

Всяка критична област задава критерия

𝛿(𝑥) = {
𝐻1, 𝑥 ∈ 𝑊,
𝐻0, 𝑥 ∉ 𝑊.

• Нека са зададени хипотезите 𝐻0 и 𝐻1 и е фиксирано ниво на значимост 𝛼. Кри-
тичната област

𝑊 ∗
𝛼 ≔ argmax

𝑊𝛼⊊𝒳
P(𝜉𝑛 ∈ 𝑊𝛼 | 𝐻1),

осигуряваща най-голяма мощност на теста, наричаме оптимална критична
област.

• Хипотезата наричаме проста, ако на нея отговаря точно едно разпределение. В
противен случая я наричаме сложна. Ако имаме една проста хипотеза и една
сложна, избираме нулевата да бъде проста. Така имаме три случая:

1. Проста хипотеза срещу проста алтернатива,

2. Проста хипотеза срещу сложна алтернатива,

3. Сложна хипотеза срещу сложна алтернатива.

• Разглеждаме тест с две хипотези 𝐻0 и 𝐻1 като множества от възможни функции
на разпределение на 𝜉. Имаме три случая

– Ако 𝐹1(𝑥) ≤ 𝐹0(𝑥) ∀𝐹0 ∈ 𝐻0, 𝐹1 ∈ 𝐻1, наричаме теста ляв едностранен

– Ако 𝐹1(𝑥) ≥ 𝐹0(𝑥) ∀𝐹0 ∈ 𝐻0, 𝐹1 ∈ 𝐻1, наричаме теста десен едностранен

– В противен случай, наричаме теста двустранен
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• Нека𝐻0 е проста хипотеза и 𝑥 = (𝑥1,… , 𝑥𝑛) ∈ 𝒳 е реализация на извадка. Значи-
мост или 𝑝-стойност на реализацията 𝑥 наричаме условната вероятност спрямо
нулева хипотеза 𝐻0 на опашките на разпределението на 𝜉, определени от типа
на теста.

В зависимост от типа на теста разполагаме с няколко формални определения за
значимост на реализация:

𝑝 ≔
⎧

⎨
⎩

P(𝑥 ≥ 𝜉 | 𝐻0), за леви едностранни тестове
P(𝑥 ≤ 𝜉 | 𝐻0), за десни едностранни тестове
2min(P(𝑥 ≤ 𝜉 | 𝐻0),P(𝑥 ≥ 𝜉 | 𝐻0)) за двустранни тестове

Често се казва, че значимостта на 𝑥 е вероятността да наблюдаваме „по-екстрем-
на“ стойност от 𝑥.

1.3. Лема на Нейман-Пирсън

Лема 3 (Нейман-Пирсън). Нека са дадени две прости хипотези за функцията на
правдоподобие на извадка 𝜉1,… , 𝜉𝑛 над случайна величина 𝜉,

{
𝐻0 ∶ 𝑙(𝑥) = 𝑙0(𝑥)
𝐻1 ∶ 𝑙(𝑥) = 𝑙1(𝑥).

Считаме, че е зададено ниво на съгласие 𝛼. Ако за някоя реална константа 𝑐 > 0 за
критичната област𝑊𝛼 са изпълнени неравенствата

𝑙0(𝑥) ≤ 𝑐 ⋅ 𝑙1(𝑥), 𝑥 ∈ 𝑊𝛼,
𝑙0(𝑥) ≥ 𝑐 ⋅ 𝑙1(𝑥), 𝑥 ∉ 𝑊𝛼,

тогава𝑊𝛼 е оптимална критична област.

Забележка 4. В общия случай стойностите 𝑥 ∈ 𝒳, за които 𝑙0(𝑥) = 𝑐𝑙1(𝑥), могат както
да лежат в критичната област, така и извън нея.

Доказателство. Ще докажем теоремата само за абсолютно непрекъснати разпреде-
ления. В общия случай римановите интеграли могат да се заменят с интеграли по
вероятностни мерки, съответстващи на двете хипотези.
Нека 𝑈𝛼 е произволна друга критична област за същия тест с ниво на съгласие 𝛼.

Означаваме 𝑄(𝐴) ≔ P(𝜉𝑛 ∈ 𝐴).
Ще докажем, че 𝑄(𝑈𝛼 | 𝐻1) ≥ 𝑄(𝑊𝛼 | 𝐻1). Поради адитивността на вероятностните
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мерки имаме

𝑄(𝑊𝛼 | 𝐻1) − 𝑄(𝑈𝛼 | 𝐻1) =
= 𝑄((𝑈𝛼 ∩𝑊𝛼) ∪ (𝑊𝛼 ∖ 𝑈𝛼) | 𝐻1) − 𝑄((𝑈𝛼 ∩𝑊𝛼) ∪ (𝑈𝛼 ∖ 𝑊𝛼) | 𝐻1) =
= 𝑄(𝑈𝛼 ∩𝑊𝛼 | 𝐻1) + 𝑄(𝑊𝛼 ∖ 𝑈𝛼 | 𝐻1) − 𝑄(𝑈𝛼 ∩𝑊𝛼 | 𝐻1) − 𝑄(𝑈𝛼 ∖ 𝑊𝛼 | 𝐻1) =
= 𝑄(𝑊𝛼 ∖ 𝑈𝛼 | 𝐻1) − 𝑄(𝑈𝛼 ∖ 𝑊𝛼 | 𝐻1) =

= ∫
𝑊𝛼∖𝑈𝛼

𝑙1(𝑥)𝑑𝑥 +∫
𝑈𝛼∖𝑊𝛼

(−𝑙1(𝑥))𝑑𝑥 ≥

≥ 1
𝑐 ∫𝑊𝛼∖𝑈𝛼

𝑙0(𝑥)𝑑𝑥 +
1
𝑐 ∫𝑈𝛼∖𝑊𝛼

(−𝑙0(𝑥))𝑑𝑥 =

= 1
𝑐(∫𝑊𝛼∖𝑈𝛼

𝑙0(𝑥)𝑑𝑥 −∫
𝑈𝛼∖𝑊𝛼

𝑙0(𝑥)𝑑𝑥) =

= 1
𝑐 [𝑄(𝑊𝛼 ∖ 𝑈𝛼 | 𝐻0) − 𝑄(𝑈𝛼 ∖ 𝑊𝛼 | 𝐻0)] =

= 1
𝑐 [𝑄(𝑈𝛼 ∩𝑊𝛼 | 𝐻0) + 𝑄(𝑊𝛼 ∖ 𝑈𝛼 | 𝐻0) − 𝑄(𝑈𝛼 ∩𝑊𝛼 | 𝐻0) − 𝑄(𝑈𝛼 ∖ 𝑊𝛼 | 𝐻0)] =

= 1
𝑐 [𝑄(𝑊𝛼 | 𝐻0) − 𝑄(𝑈𝛼 | 𝐻0)] =

= 1
𝑐 (𝛼 − 𝛼) = 0.
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